多 维 随机 游 走 及 应 用 


摘要 

本 文 从 一 维和 二 维 随 机 游 走 开始 探究 , 基于 组 合 数学 和 概率 论 的 有 关 理 论 ， 
利用 Bernoulli 概 型 及 其 登 加 推导 得 到 了 从 一 确定 点 出 发 到 达 任意 随机 点 的 概 
率 ; 然而 在 三 维 随 机 游 走 问题 上 , 不 能 直接 利用 Bernoulli 概 型 , 因而 首先 引入 了 
一 个 有 放 回 的 摸 球 问题 , 再 通过 该 问题 得 到 三 维 随机 变量 的 分 布 概 型 , 从 而 解决 
了 三 维 随 机 游 走 中 到 达 任 意 随机 点 的 概率 问题 , 并 且 通 过 这 个 思想 推导 了 多 维 随 
机 游 走 的 相关 结论 . 最 后 , 本 文 将 得 到 的 结论 应 用 在 环形 随机 游 走 中 , 得 到 相关 绪 


论 . 
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正文 : 


“随机 游 走 ” (random walk) 是 指 基于 过 去 的 表现 ,无 法 预测 将 来 的 
发 展 步骤 和 方向 . 随机 游 走 问题 最 早 来 源 于 “莱茵 街 的 醉 汉 ”问题 : 一 个 醇 
汉 从 酒店 出 发 , 向 左 走 和 向 右 走 分 别 有 一 个 概率 , 那么 他 回 到 家 的 概率 是 多 
少 ? 这 是 一 个 有 趣 的 概率 问题 , 引起 了 我 的 兴趣 . 同时 ,在 思考 解决 这 个 问 
题 的 基础 上 , 我 想 是 否 也 可 以 解决 在 二 维 坐 标 平面 内 的 随机 游 走 问题 , 甚至 
是 在 多 维 空间 内 的 ? 在 环 上 进行 随机 游 走 又 是 怎么 样 的 呢 ? 随后 我 去 查阅 
了 有 关 方 面 的 内 容 , 其 中 一 维 随机 游 走 在 随机 过 程 中 有 给 出 一 些 结论 , 而 二 
维 , 多 维 随机 游 走 的 结论 却 很 少 其 至 空白 ; 环 型 随机 游 走 也 没有 结论 . 于 是 ， 
我 试图 去 解决 这 些 问题 . 

本 文 的 主要 理论 思想 是 Bernoulli 概 型 及 多 维 随机 变量 分 布 

随机 游 走 理论 在 实际 生活 中 有 广泛 的 应 用 , 如 股票 价格 的 游 走 模 型 “R/S 
分 析 法 ” 从 对 EM 互 的 产生 及 其 发 展 讨论 出 发 , 从 分 形 的 角度 探讨 市 场 特 


Wg 


性 的 分 形 市 场 分 析 方 法 及 其 所 反映 的 市 场 特 性 ;应 用 基于 边缘 检测 的 随机 
游 走 算法 对 多 车 辆 视频 进行 精确 车 辆 检测 等 等 . 这 些 也 都 是 今后 研究 的 潜 
在 方向 . 


本 文中 ,我 们 假设 所 讨论 的 随机 过 程 均 为 离散 的 , 即 每 一 步 之 间 都 是 相互 独 
立 的 . 每 一 次 沿 坐 标 轴 移 动 一 个 单位 . 


基本 理论 


1. 一 维 随机 游 走 


一 维 随 机 游 走 是 最 简单 的 , 也 是 最 基础 的 ， 由 于 每 一 步 之 间 都 相互 独立 , 并 
且 每 一 步 有 且 只 有 两 种 可 能 结果 , 每 种 可 能 情况 发 生 的 概率 之 和 为 1, 所 以 它 符合 


Bernoul1i 概 型 . 


定理 1: 假设 从 零点 出 发 在 数 轴 x 上 一 维 随机 游 走 ， 向 右 走 的 概率 为 p, 向 左 


走 的 概率 为 q, 且 p,q >0,p+g=1. 设 事件 A4: 共 走 了 N 步 ,WeN ,到 达 了 点 


a,lal<N. 则 ; 


0,N 寺 a(mod2) 
P(A)=) Nra Nia N-a 
Cv pq’*, N=a(mod2) 


证 明 : 
以 x 表示 第 n 步 后 点 所 在 的 坐标 , 则 及 =x, i+(-D™，, 当 第 n 步 为 向 右 时 


N 
6, =0, 当 第 n 步 为 向 左 时 6,=1. 则 xy=2》(-D”*=a-B. 其 中 为 6,=0 的 个 
i=l] 


数 , B 为 6,=1 的 个 数 . 则 有 a-B=a,a+B=N, N-a=2B. 故 N=a(mod2). 


“(1): NN a(mod2) 时 , P(A)=0 . 


(2) : N = amnod2) 时, 


AN+da 
2 


设 向 右 走 了 天 步 , 则 向 左 走 了 N-K 步 , 则 : Kk-(N-Kk)=a 过 k= 


N+ta N+ta N=-a 


“*. P(A)=Chp*g” “=Cv* pg?, 


0,N 圭 a(mod2) 
综 上 , P(A)= Nia Nia N-a 
Cv” pq’*, N=a(mod2) 


推论 1. 假设 一 点 从 点 i 出 发 , 在 数 轴 x 上 一 维 随机 游 走 ， 向 右 走 的 概率 为 p， 


问 左 走 的 概率 为 q, 日 p,qg > 0,p+g=1. 设 事 件 4': 共 走 了 N 步 ,Ne N ,到 达 了 


点 j， 


4 


j 一 <N， 则 


0,NM 专 Jj 一 i(mod2) 
P(A)=) Ni) Ni) NOD : 
Cri pi gg? N=j-itmod?) 


此 后 , 我 们 上 自然 可 以 想到 男 外 一 个 问题 ,在 前 N 步 内 到 达 点 a 的 概率 是 多 


少 ? 


推论 2: 从 零点 出 发 在 数 轴 x 上 一 维 随机 游 走 ， 向 右 走 的 概率 为 p, 向 左 走 的 


概率 为 q, 日 p,qg >0,p+g=1， 设 事 件 4”: 在 N 步 之 内 (包括 第 N 步 ) 到 达 了 


点 q,a<N,NeN . 则 


a 


N ia Ha ia 
P(A”)=》 Cp gg” ,其 中 i=a(mod2). 


i=a 


证 明 : 
事件 4 : 在 NN 步 之 内 (包括 第 N 步 ) 到 达 点 a, 即 在 第 oa 步 ,第 za+2 步 …… ， 


第 N 步 (N=a(mod2) ) 或 第 WV-1 步 (CN 反 amod2) ) 中 的 一 步 或 几 步 中 到 达 


ita ita i-a 


点 4a. 根据 定理 1, 第 i 步 (i>a,i=a(mod2) ) 到 达 点 a 的 概率 为 C,*p ?gqg? .所 以 ， 
在 NN 步 之 内 (包括 第 NN 步 ) 到 达 点 a 的 概率 即 为 所 有 可 能 情况 发 生 的 概率 之 和 ， 
即 


N ita, ita: i-a 


P(A)= >C, pg’ ,i=a(mod2). 


i=a 


2. 二 维 随 机 游 走 


与 一 维 随机 游 走 不 同 的 是 , 二 维 随机 游 走 的 每 一 步 由 一 维 中 的 2 个 方向 变 成 
了 二 维 中 的 4 个 方向 , 故 不 能 简单 地 使 用 Bernoulli 概 型 .但 是 , 我 们 仍然 可 以 通 
过 两 个 Bernoulli 概 型 的 县 加 得 到 二 维 随机 游 走 的 结论 . 


定理 2: 一 质点 在 二 维 坐标 系 xOy 上 进行 随机 游 走 , 从 原点 出 发 , 向 右 走 的 概 


率 为 p, 同 左 走 的 概率 为 q, 向 上 走 的 概率 为 m, 疝 下 走 的 概率 为 n, 且 


p,qgm,n>0,p+t+qg+m+n=1. 


设 事件 B: 共 走 了 N 步 , Ve N ,到达 了 点 (a,b) (假设 a,b >0) ,|a|+|B<N. 则 : 


0,N 圭 a+b(mod2) 


JJN-b k ita ita i-a N-itb N-itb N-i-b . 
Ci(pt+q)(m+n) :Cpqg? :CC ?m2 nn? 
P(B) : mi 


i=a 


N=a+b(mod2)i=a(mod2) 


证 明 : 
设 总 步 数 为 N , 其 中 沿 x 轴 方向 走 了 G 步 , 沿 y 轴 方 向 走 了 HH 步 . 


“G+H=N 
“a+t+b<N 
“a<N-b 


以 x 表示 第 n 步 后 点 所 在 的 坐标 , 则 有 =x +(-D™…, 当 第 n 步 为 向 右 时 


G 
5, =0, 当 第 nn 步 为 向 左 时 65,=1. 则 xo=》(-D”=g-B. 其 中 为 56,=0 的 个 


i=l 


数 , 了 B 为 6,=1 的 个 数 . 则 有 a-B=a, a+B=G,G-a=2B. 故 G=a(mod2). 


I. G 坟 a(mod2) 时 ，P(B)=0. 


即 此 时 是 不 可 能 到 达 (w 刀 的 ， 同 时, 若 Gs amod2), 有 G 坟 -amod2), 即 


二 了 “不 是 整数 , 在 组 合 中 这 是 不 符合 要 求 的 , 故此 时 , P(B) = 0 
TI. CG = a(mod 2) ) 


这 种 情况 下 是 可 能 到 达 (a,5) 点 的 ，(1) G=a,H=N-a. 


4 : x 轴 方 癌 走 了 a 步 , y 轴 方 向 走 了 Na 步 , 共 N 步 . 则 ; 


P(A)=Cs(p+q) (w+m 


B,: X 轴 方向 走 的 & 步 均 向 右 . 则 : 
P(B)= Cep"g"=p". 


: P(AB)=P(A)P(BIA)= Cs (p+q) (m+n)”™ “p". 


Ci y 轴 方 向 走 了 N 一 a 步 ， 到 了 2. 则 : 


二 二 上 了 . . 四 Na+b 
假设 向 上 走 了 7 步 , 有 人 
N-atb N-atb N-a-b 
P(C)=Ci_ min" =Cv2 m ?nn?, 
N-a+b N-atb N-a-b 


P(AC')= P(A)P(C|A)= Ce (p+q) (m+n). Cn? ut 


(2) G=N-b,H =b. 


A,: 》 轴 方向 只 走 了 2 步 , zx 轴 方向 走 了 N-p 步 , 共 N 步 . 则 ; 


P(4,)=C(p+q) (m+ny). 


B,: x 轴 方 向 走 了 Nb 步 , 到 了 a. 则 : 


假设 向 右 走 了 ; 步 , 有 i-(N-b-i)=ai= Wt, 


N+a-b N+ta-b N-a-b 


PIB SC Da "OE po sg 


C,: 车 y 轴 方向 走 的 5b 步 均 向 上 . 则 ; 


P(C,) = Cm’n" = 1 


“P(A,B,C,) = P(A,): P(B,C,|A,) = P(A,)P(B,|A,)P(C,|A,) 


N+ta-b N+a-b N-a-b 


=Ch(p+g) (m+n) Cs? p ?7g 2 -nm 


“nN. 


(3) a<G<N-b,b<H<N-a. 


A;: XxX 轴 方向 走 了 G 步 , y 轴 方 向 走 了 号 步 , 共 N 步 . 则 ; 


P(A4,)=Ce(p+q) (m+n)®. 


B,;: x 轴 方 向 走 了 G 步 , 到 达 4a. 则 : 


G+a 


假设 向 右 走 了 gs 步 ,有 gg-(G-g)=a 二 8= 9 


Gta CH G-a 


P(B)=Cép’g *=Co pqg?. 


C;: yy 轴 方向 走 了 五 步 , 到 达 b. 则 : 


假设 向 上 走 了 4 步 , 有 h-(H-h)=b=h= ee. 
N-G+b N-G+b N-G-b 
P(Cs)=Chmns*=C 2 m? n? 


“. P(AsBsC3) = P(A,): P(BsC3|A,) = P(A,)P(B,|A)P(C,|A,) 
Gta Gta G-a N-G+b N-G+b N-G-b 


=Ce(p+qg) (m+n)” .Co? pC m2 Nh 2 


0,N 扑 a+b(mod2) 


Nb ita ita i-a N-itb N-itb N-i-b 


“.P(B)= Ci(p+g)(m+n) .Cp?g? :C” * mn ,，, 


a+b(mod2)i=a(mod?2) 


之 
I 


推论 3， 一 质点 在 二 维 坐 标 系 xOy 上 进行 随机 游 走 , 从 点 (c,d) 出 发 , 向 右 走 


的 概率 为 p, 向 左 走 的 概率 为 q, 丫 上 走 的 概率 为 m, 向 下 走 的 概率 为 m， 且 


pgm,n>0,p+qg+m+n=1. 


设 事件 B': 共 走 了 WN 步 , Ne N ,到达 了 点 (a,bp) (假设 wp>0) ,加 + 加 <N. 则 : 


0,i 革 (a+b)-(c+d\(mod2), 
it(a-c) it(a-c) i-(a-c) N-it(b-d) N-it(b-d) N-i-(p-ad) 


N-(b-d) | | 
P(B')= > ilor a)lnt an) ps Yo ye 


i=a-—c 


i=(a+b)-(c+djmod2) 


3.，2 维 随机 游 走 
在 得 到 了 二 维 随机 游 走 的 结果 后 , 由 于 2” 维 可 以 看 作 是 n 个 二 维 情况 的 简单 


登 加 , 因此 我 们 可 以 以 类 似 的 方法 将 儿 个 Bernoulli 概 型 进行 登 加 , 从 而 得 到 2” 


维 随 机 游 走 的 结论 . 然而 , 由 于 每 一 次 使 用 Bernoulli 概 型 时 , 它 的 分 布 C%p*q”” 
中 的 N 总 是 一 个 变量 , 所 以 得 到 的 表达 式 是 十 分 复杂 的 , 也 不 易于 计算 . 因此 , 本 
文中 并 没有 给 出 计算 . 


4. 三 维 随机 游 走 


三 维 随机 游 走 无 法 简单 地 像 二 维 随 机 游 走 直 接 将 儿 个 Bernoulli 概 型 进行 
登 加 , 因为 它 需 要 的 是 一 个 三 维 随机 变量 的 分 布 概 型 , 故我 们 用 最 基本 的 方法 来 
推出 三 维 随 机 游 走 模型 . 

首先 , 我 们 引出 一 个 有 放 回 摸 球 问题 : 


引 理 1: 一 个 袋子 中 有 4 个 白 球 , B 个 黑 球 , D 个 红 球 (各 球形 状 大 小 均 无 差 
异 ) . 现 有 放 回 地 从 袋子 中 摸 球 , 设 事 件 9 : 在 二 次 摸 球 中 摸 到 a 个 白 球 , 5b 个 黑 


球 ，(n-a-b 个 红 球 ) , 则 P(S)= Go .pg Gprgrh-(p+qj”) 


中 


证 明 : 由 于 摸 球 是 有 放 回 的 , 不 妨 假设 每 个 球 都 是 有 编写 的 , 那么 每 次 摸 球 都 
有 (A+B+D) 种 可 能 的 情况 , 即 每 一 次 摸 球 有 (A+B+D) 个 样本 点 ;又 因为 共 摸 


了 n 次 ,所 以 共有 (A+B+D) 个 样本 点 . 


事件 $ 是 n 次 摸 球 中 摸 到 a 个 白 球 , 5 个 黑 球 , 这样 的 组 合 有 Cs.C% ,个 . 


为 了 表示 方便 , 我 们 先 引 入 一 个 符号 G4”， 


nl! | (n-a) nl 


GCC QO 
”0 alln-a) blln-a-p) albl(n-a-b) 


即 这样 的 组 合 有 G 个 . 


而 对 于 每 一 种 组 合 情 况 , 又 都 有 A“B*D”“? 个 样本 点 , 而 且 这 G** 种 情况 又 


是 两 两 互 斥 的 , 所 以 事件 § 中 有 G””.A*B*D"* 个 样本 点 .再 由 古典 概 型 的 定义 


可 得 : 
G”” A“B*D”™ 
(A+B+D) 


P(S)= 


又 假设 措 到 日 球 的 概率 是 p , 措 到 黑 球 的 概率 是 gq, 摸 到 红 球 的 概率 是 x, 必 


然 有 pt+g+r=1 ，r=1-(p+g) .根据 古典 概 型 的 定义 ， 可 知 


A B D 


三 一 = 一 ,1 十 二 二 CC 
a A+B+D 4 A+B+D Cp q) A+B+D 


P(S)= 


, 则 : 


G2 .A“B*D""™? 
(4+B+D).(4+B+D) (4+B+D) 


至 G2 . pg’r™™? 本 G22 p"g’l-(p 证 2 


这 与 二 项 分 布 C+p*gq”*=b(k;n,p) 是 很 类 似 的 , 所 以 我 们 不 妨 记 


Ge*p"grh-(p+a) =b(a,b;n, p,q). 


现在 , 我 们 在 此 基础 上 讨论 三 维 随机 游 走 问 题 


定理 3: 一 质点 在 一 个 三 维 坐 标 空间 Oxyz 上 随机 游 走 , 从 原点 出 发 . 向 x 轴 正 


方向 移动 的 概率 为 p, 疝 x 轴 负 方 回 移动 的 概率 为 q, 向 y 轴 正 方 回 移动 的 概率 为 


m, 问 y 轴 负 方 癌 移动 的 概率 为 n, 向 z 轴 正方 向 移动 的 概率 为 9, 向 z 轴 负 方 向 


移动 的 概率 为 1, 是 p,g,m,n,s,1>0, pt+gt+m+n+s+1=1. 设 事件 T; 共 走 了 N 


. 则 : 


步 , VeN ,到达 了 点 (a,b,c) (假设 a,b,c >0)， 


0,N a+p+cmod2) 


gta g-a ht+b ht+tb h-b 


3 有 g h N-(g+h) oe 
pr)- Gp+ oy nt Gt 


8=a h=b 


N-(g+PjHc N-(g+PjHc N-(g+h)-c 


Cend Dp 2 wg 2 arbt emod2)e =elnod?)h= bnod) 


N-(g+h) 


证 明 : 
设 事 件 4: 沿 x 轴 方向 走 了 g 步 , 沿 》 轴 方向 走 了 7 步 , 沿 z 轴 方向 走 了 7 步 . 


显然 有 j=N-(g+ 有 , 且 需 a<g<N-(b+ce)， 


同 理 , p<h<N-(atc), c<j<N-(a+b). 


根据 引 理 1, 可 知 : 


P(A)=G&"(p+q) (m+n) (+ 二， 


设 事件 B: 沿 x 轴 方向 走 了 g 步 的 情况 下 , x 轴 上 到 坐标 a. 


g++a 
7 


gta gt+ta g-a 
2 


P(Bl4)= Cp'g"" =C, pg 


设 向 a 所 在 方向 移动 了 i 步 , 则 i-(g -i)=a 二 i= 


FE 


同 理 ， 
事件 C: 沿 轴 方向 走 了 5 步 的 情况 下 , y 轴 上 到 坐标 b. 


P+D h+b h-b 


P(CIA)=Ci min?. 


事件 D: 沿 z 轴 方向 走 了 j 步 的 情况 下 , z 轴 上 到 坐标 c 


jte jtc j-c N-(g+h)te N-(g+h)te N-(g+h)-c 


PIDAISC Ts TS Cn 


综 上 所 述 ， 
gta g-a htb h+b h-b 


| 7 六 让 g+a 
“. P(T)= Gs (p+g) (m+n) (s+1) CD C0C pq. 


8=a h=b 


N-(g+h)}ke N-(g+h)te N-(g+h)-e 
Cy Pp 2 


推论 3: 一 质点 在 一 个 三 维 坐标 空间 Oxyz 上 随机 游 走 , 从 点 (4,e, 了) 出 发 . 向 x 


轴 正 方向 移动 的 概率 为 p, 向 x 轴 负 方向 移动 的 概率 为 q, 问 y 轴 正方 向 移动 的 概 


率 为 m, 问 y 轴 负 方向 移动 的 概率 为 n, 问 z 轴 正方 向 移动 的 概率 为 s, 疝 z 轴 负 


ey 


方向 移动 的 概率 为 1, 日 p,gq,m,n,s,t >0, p+qt+m+n+s+t=1. 设 事件 T: 共 走 


了 N 步 ， NeN ， 到 达 了 点 (a,b,c) ( 假 设 


a,b,c >0,a>d,b>e,c>f), 


中 + 加 [<N. 则 ; 


0,Ns (arb+c)-(d+e+f)mod?2) 


g+(a-d) g+(a-d) g+(a-d) 


N-[(p+c (erf )] N-l(atec (a+f )] 
pO SS owlpra) (ta) (+) ec ee 


8 
g=a-d h=b-—e 


ht(bp-e) ht+(b-e) h-(b-e) N-(gt+h}(c-f) N-(g+h)}t(c-f) N-(g+h)-(c-f) 


CD gg Cm pp ”9 | : 


N=(atb+c)-(d+e+f)mod2)g =a(mod2)h=b(mod?2). 


5， 多维 随 机 游 走 


首先 , 和 三 维 随机 游 走 一 样 , 我 们 先 将 Bernoulli 概 型 推广 至 n 维 随机 变量 分 
布 . 


引 理 2: 一 个 袋子 中 有 A 个 a 球 ， 4 个 aw， 球 ， ey A 个 a, 球 (各 球形 状 大 小 


均 无 差异 ) ， 现 有 放 回 的 从 袋子 中 摸 球 ， 设 事件 M ， 在 n 次 摸 球 中 摸 到 B 个 a 


球 ， B, 个 a, 球 ， ” B, 个 a, 球 ， 则 P(M )= 


证 明 : 由 于 是 有 放 回 的 , 不 妨 假设 每 个 球 都 是 有 编写 的 , 那么 每 次 摸 球 都 有 


BmB, A 
C, CC, 


Be BisBysBe 
:CH=G’ = 


半 本 点 , 又 因为 才 


人 


摸 球 n 次 , 所 以 样本 点 共有 


由 此 , 我 们 不 难得 到 多 维 随机 游 走 的 结果 


可 以 通过 类 似 于 三 维 的 方法 证 明 以 下 : 


猜想 : 假设 在 一 个 n 维 入 


E 标 空间 上 随机 游 走 , 从 原点 出 发 . 加 元 轴 正 方向 移动 


的 概率 为 p,, 向 坟 轴 负 方 向 移动 的 概率 为 g ,其 中 iel.,n|, 且 


n 


i=l 


(wa 其 中 a 表示 在 坐标 划 


es ， 则 
i=l 


N-X-a N-—N-a, N-\-a 


请 | 二》 六 


Ji=al =02 Jn=an 


| 


pi,q4; >0， > (p;+9;)=1. 设 事件 RR: 共 走 了 NN 步 ， NeN ,到 达 了 点 


n 


ix 上 的 坐标 (假设 a >0) ，>w<N. 记 


6. 一 维 随机 游 走 的 再 讨论 


/=l 


i=l 


Be n 所 Jitai jita; ji-ai 
ly j 2 2 2 
G, 了 [IC :p ?4 i 


首先 ， 我 们 需要 两 条 组 合 数学 中 T 路 的 基本 定理 . 
引 理 3 若 整 点 A(a,a) 和 整 点 B(b, BB) 满足 T 条 件 , 那 么 A 到 B 的 T 路 条 数 为 


(bp-a) 
[3+ Se) 
2 2 2 2 


引 理 4 (反射 原理 ) 若 整 点 A(a,a) 和 整 点 B(b,B) 满 足 T 条 件 , 且 @ >0,B >0, 则 


由 A(a,a) 到 B(b,B) 的 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 等 于 由 A'(a,-a) 到 B(b,B) 得 T 路 条 数 ， 


i (bp-a) 
J Oe) 
2 pc 人 内 


这 条 定理 的 具体 证 明 并 不 复杂 ,可 以 参见 参考 书目 [5]1. 


定理 4 从 零点 出 发 在 数 轴 x 上 一 维 随机 游 走 , 设 每 一 步 移动 的 距离 均 为 一 个 单位 , 
每 一 次 移动 向 右 走 和 向 左 走 的 概率 均 为 1/2. 现 已 知 在 一 次 随机 游 走 中 向 左 走 的 


步 数 与 向 右 走 的 步 数 均 为 n, 即 总 步 数 为 2n ,最 后 回 到 了 零点 . 设 事 件 0: 在 上 述 随 
机 游 走 中 仅仅 出 发 时 和 最 后 一 步 经 过 了 零点 . 则 
PO)- 和 | (2n-2) | 


n(n n(n-2) 


证 明 : 根据 引 理 3 和 引 理 4 可知， 由 A(a,a) 到 B(b,B) 的 不 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 5 


(bp-a) (bp-a) 
3+ Se) 3+ 人 (5 se) 
2 2 力 2 2 2 2 2 


而 所 求 的 路 即 为 从 4D 到 B (2n--1,1) 和 从 4,(1,-1) 到 B,(2n 一 1,-1) 的 不 经 过 x 轴 


等 于 


(22-2) (2n-2) 


-Dll n(n-2) 


(2n-2) (2n-2) 


的 T 路 条 数 之 和 和, 5] = [Cyn nl(n 国 2) 4 


,$2 = 


Ju | (2n-2) (2n-2) ; (2n) 
所 5- .而 由 A(a,a) 到 B(b,B) 的 T 路 条 数 NN 为 i 


2n—2) 2n—2) 2n] 


-到 | (2n-2) int. 


Cn -DN an-2) 


更 一 般 的 ,我 们 有 以 下 定理 . 


定理 5 从 零点 出 发 在 数 轴 x 上 一 维 随机 游 走 , 设 每 一 步 移动 的 距离 均 为 一 个 单位 
每 一 次 移动 向 右 走 为 p ,向 左 走 的 概率 为 g,p+g=1. 设 事件 R: 在 上 述 随机 游 走 中 


总 步 数 为 2n,neN ,最 后 到 了 点 a， 


过 零点 . 则 


< 2n, 且 仪 仪 出 发 时 经 过 了 零点 ,途中 没有 经 


a 


0,271 地 a(mod2) 


Gi) 
n 2nta 2nta 2 2 
P(R)= n+a p 2 q 2 1 1 \ 2/、2/ 
2 27127+a 2n—a 1 
2 八 2 


(2n)| (=-Dia=-D n(n-2) 


,2n=a(mod2),az0 


证 明 : 
首先 讨论 到 达 点 a 的 概率 P(R,). 


不 难 证 明 当 2n 寺 a(mod2) 时 该 事件 是 不 可 能 发 生 的 ( 即 仅 当 2n, a 奇偶 性 相同 时 
才 有 可 能 发 生 ) ， 
设 共 向 右 走 了 大 步 , 则 向 左 走 了 NN 一步 , 则 


A EY ~ 


2nta 2nta 2n+ta 


P(R)=Chp'q” “=C,* pgqg?, 


0,2n 圭 a(mod2) 
由 此 可 得 ， P(R) = 2nta 2nta 2n+ta 
C,,” pg * ,2n=a(mod2) 


接 下 来 ,讨论 途中 不 经 过 零点 得 概率 P(R,). 


由 于 上 述 讨论 中 并 不 需要 涉及 到 每 一 次 移动 的 先后 顺序 ,所 以 可 以 将 其 看 做 一 个 
古典 概 型 . 


增加 一 个 步 数 轴 , 可 以 将 这 个 问题 转化 为 一 个 路 计数 问题 :由 点 (0,0) 到 点 


A(2n,a) 途 中 的 不 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 占 所 有 点 (0,0) 到 点 A(2n,a) 的 T 路 的 比例 


由 引 理 3, 点 (0,0) 到 点 A(2n,a) 的 T 路 条 数 


由 引 理 4 
若 a>0, 点 (0.0) 到 点 4(C2mza) 且 中 途 不 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 即 等 于 点 (LU 到 点 
4(2m,a)j 且 中 途 不 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 . 点 (LU 到 点 A(2n,a) 且 中 途经 过 x 轴 的 T 
路 条 数 
(2n-1) 
Ee 小 
2 2 
则 点 (0,0) 到 点 A(2n,a) 且 中 途 不 经 过 x 轴 的 T 路 条 数 
es N Nr’ = 1 (2n) (2n—1) 
2 "| 2 2 至? 2n—a ] 
n+—lllin ! ! 11 
2 2 2 2 
PR 1 (2n) (2n—1) . (2n) 
oe ee 
n+—lllin | ! 11! n+ 一 中 n 一 一 | 
2 2 2 2 | 2 2 
加 加 
i A 
9 ”2 苇 a 小 
! 


若 a <0 ,根据 对 称 性 可 知 ，P(R, )= 


2 | 


2 


车 a =0, 与 定理 6 类 似 地 , P(R, )= 


综 上 ， 


0,2n 专 a(mod2) 


a a 
2nta 2nta 2nta 1 1 EC 
加 2 2 交 
PR)=1c2 p 9 ”5 Egg 名 j 
2 八 2 
Ci pg .an Qn-2) (2n-2) [se 
(2n) | (n(n-1) n(n-2) 


证 毕 ， 


以 上 似乎 是 可 以 推广 至 高 维 的 ， 只 需要 将 T 路 推广 即 可 . 
7. 环形 随机 游 走 


根据 一 维 随机 游 走 , 我 们 可 以 对 一 种 特殊 的 随机 游 走 模型 进行 推导 一 一 环形 
随机 游 走 , 即 在 一 个 封闭 环 上 的 随机 游 走 . 


定理 4: 在 一 个 环 上 , 有 MM 个 点 , 各 点 之 间 的 距离 相等 , 且 均 为 一 个 单位 长 度 . 
假设 一 点 从 某 点 O 出 发 , 每 一 次 沿 环 上 移动 一 个 单位 长 度 , 假设 向 顺 时 针 方 向 移 
动 一 个 单位 的 概率 为 p, 向 逆 时 针 方 向 移动 一 个 单位 的 概率 为 q, 上 是 


p,9>0, p+g=1. 事 件 4: 走 了 N 步 后 到 达 点 a (点 0 与 点 a 顺 时 针 方 向 相距 a， 


道 时针 方 向 相距 MM -a) ,a<N,NeEeN . 则 : 


对 pe N+atiM N-a-iM N-a-iM | 


P(4)=2Cvw ee 
i=1 


证 明 : 这 是 一 种 比较 复杂 的 一 维 随机 游 走 , 复杂 之 处 有 两 个 : 1、 存 在 绕 了 儿 
圈 后 再 到 达 这 一 点 的 可 能 ; 2、 往 顺 时 壬 或 是 往 逆 时 针 方 向 都 可 能 到 达 这 一 点 ， 所 
以 ,在 应 用 一 维 随机 游 走 是 需要 进行 一 些 分 类 与 变化 . 

I， 由 顺 时 针 到 达 点 a 

设 事件 B: 走 了 N 步 , 由 顺 时 针 到 达 点 a. 


设 沿 顺 时 针 方 向 共 走 了 g 步 , 沿 逆 时 针 方 向 共 走 了 有 步 , 则 


_N+t+at+kM 
g—h=kM+a,keN & 一 2 
一 > 
5 让 _N-a-kM 
2 


运用 一 维 随 机 游 走 的 相关 结论 , 可 以 得 到 : 


h 


N+atiM N+tat+iM N-a-iM 


PB)=Y chprg" "YC pl gq , 
中 上 


i=1 


其 中 =maxlu:u:M <N,ueN)} i 


II， 由 逆 时 针 到 达 点 a 
设 事 件 B,: 走 了 N 步 , 由 道 时 针 到 达 点 a. 


设 沿 顺 时 针 方 向 共 走 了 m 步 , 沿 逆 时 针 方 向 共 走 了 n 步 , 则 


_N+at+kM 
n—m=kM +a,keN 4 2 
一 ) 
nt+m=N N-a—kM 
A 


运用 一 维 随机 游 走 的 相关 结论 , 可 以 得 到 : 


y N+tatiM N-a-iM N+tatiM 


其 中 v=maxfy:v:M < N,ueN} ; 


显然 , 在 一 次 随机 游 走 过 程 中 , 以 上 的 w=v. 


N+tatiM 


综 上 , P(A)=P(B,)+P(B,) 2 
u Nta+tiM N+ta+iM N-a-iM y N+tatiM N-a-iM N+a+tiM 


= 
i=1 i=l 


了 | N+atiM N-a-iM N-a-iM | 
Pp ) 


CC 2 gqg ?2 +p :4 ?7 
i=l 


N-a 


其 中 u=maxfu:u:M <N,ueN}= 
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